Formule sommatoire de Poisson et formule de Shannon

Geoffrey Deperle

Lecons associées :

— 241 : Suites et séries de fonctions. Exemples et contre-exemples.
— 246 : Séries de Fourier. Exemples et applications.

— 250 : Transformation de Fourier. Applications.

Le but de ce développement est de montrer le théoréme suivant :

Théoréme. Soit f € S(R) alors pour tout réel t, on a

S f(t + 2km) = —Zf eine
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Preuve :

Etape 1 : Montrons la convergence de ¢ : z Z f(x + 2km) et de sa dérivée sur tout

keZ
compact

Soit K un compact de R inclus dans un intervalle de la forme [—a, o], a > 0.
Comme 22 f(z) ——— 0, il existe a > 0 tel que |22 f(z)| < 1 pour |z| > a, pour |z| < a et k € Z, on

a |x + 2km| > |2k7r\ —|z| > 2|k|m — a d’on \x—i—Qkﬂ > asi|k| > %

Pour [k| > <3¢, f(x + 2km) < x+21k7'r)2 < (2|k|7r @z
Comme ) | est convergente, la série 3 f(- + 2km) converge uniformément sur [—a, a.

(2|k[m — )
De plus, f’ vérifie la méme hypothese que f d’ou Y f'(- + 2k7m) converge uniformément sur tout
intervalle [—a, a].

Par théoréme de dérivation des série de fonctions, ¢ : x +— Yoy f(x + 2k7) est de classe C! sur
[—a, al.

Etape 2 : Développons ¢ en série de Fourier

Comme ¢ est 2r—périodique, notons ¢, () ses coefficients de Fourier, on a pour tout n € N;
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Z / f(z +2km)e™™ dz  par convergence uniforme
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" or 2 /zim flw)e
= ;ﬁ/ f(z)e™™*  Dintégrale a un sens car |f(z)e™ ™| = |f(z)| = 0(;2) au voisinage de £o00



Comme ¢ est C! est 2r—périodique, le théoréme de convergence normale de Dirichlet assure que
pour tout réel x,

o) = X aal)e™ = X (5 [ e ar) e = 3 e

nel nez nez

Théoréme. Supposons que le support de f est inclus dans [—F, F] avec F € R**,
S0 < F <, alors pour toutt € R,
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Preuve : En appliquant la formule sommatoire de Poisson & f € S(R) (car f € S(R)), on a

V56R§:f§+%m4-—§:f )ein
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Or, par formule d’inversion de Fourier, f(n) = 2rf(—n). D’ou

VEER, Y f(E+2km) = f(—n)e™
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Comme 2F < 27, on a pour tout k non nul, f(2km + .) est nul en dehors de [—, 7] donc :

f= D f 2k ) = Lpem D f(—n)e™

keZ ne”

Et en ré-appliquant la formule d’inversion de Fourier, on a

f(t):zlﬂ/R< e (&) f(— m’f> ectdg

nez
1 /” (nz_:oof z§ (t+n) ) d¢
=5 [ 3 slmescmag

Or, la série Y f(m)e®"™ converge absolument donc uniformément sur [, 7] car
meZ

vm € Z,|| f(m)e" || = | f(m)] et 3 |f(m)| converge

D’ou
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Application (Equation fonctionnelle de ©). Soit © la fonction de Jacobi définit par

© : ]0,4+00[ — R

T — Z g ™ E

ne’l

On a

Ve > 0,0(z) = \}5@ (;)

Preuve : En appliquant la formule sommatoire de Poisson & f : t — e~ € S (R) de transformée

N ™ _ 42
de Fourier f: ¢+ ,/—e 4. On a :
o

Z efa t+2k7r _ 2 Z \/7640‘6”%
m
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Donc en évaluant en 0,

Ze—4k27r2a _ Z\/>e v
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Avec x = 2am, on a
1 k2

Z 6—7rk2:c — e
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D’ou le résultat. O
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